Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ PETITSO

‘ (® Nettoyer les expressions suivantes :

‘ 1 1 1\ 1 1
1) _3+f+—+o( )+—+ (—)
x~>0 x X X
2) 1 1 (l)+l+ (l)+l
... = —4+—+o0|—=|+=+o0o| = |+—.
notoo 2 2N 2n n n vn
3) ... = x+o(x)+xInx+o(x*Inx)+x%+o0(x?).
x—0
1 Inn Inn 1 1
4) ... = —+—+4o0o| — |+ —=+o0| =
n—+oo N n n n2 n2
0
ninn (nlnn
2
5 ... = n+o(n)+ln—+ﬁ+o(ﬁ)
n—+oo nn

+nlnn+o(nlnn).

1) Proposer un exemple de suite (u,),ey pour la-
quelle 1i£r11oo u, =+ooetu, = o(lnn).
n— n— +0o

2) @& @ Proposer un exemple de suite (u, ),y pour
laquelle pourtousa>leta>0: u, = o(a")

n—+00
= o(up).
oo

n—+

et n°

@ DEVELOPPEMENTS LIMITES

(® Montrer que les familles suivantes sont libres dans

‘ 3 ‘ RE grace a des développements limités.

2
1) (x'—>e L x> xe¥, x— et )

2) (x-—>sinx, X +—> Xxsinx , x —> cosx ,

X XCOSX).

‘ ‘ ® @ Calculer les développements limités suivants au
J voisinage de O :

1) e*Arctanx alordre 4.
2) In(1+x?)¥T+x alordre 4.
sin(2x)
3) ———= alordre3.
v1i+x
xe ¥ .
4) a lordre 4.
2x+1
5) sin*x alordre 8.
In(1+3
6) PAESN o pordre 3.
chx
7) tanx alordre 5.
2
8) _x a l'ordre 3.
1—cosx
9) +V1+sinx alordre 3.
10) Inch(2x) alordre 3.
11) In (e + cos x) a l'ordre 2.
12) e —(1+ x)x a l'ordre 2.
13) +/chsinx alordre 3.
14) ln(1+x+v1+x) a lordre 3.
3/
15) veosx a lordre 5.
1+ x2

(7 5

L 1 1

1D OO de (1 + —) a la précision o( ) lorsque
n n3
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Et maintenant, plus dur : ®
1
16) (1+sinx)X alordre 3.
Arctan x
17) ——— alordre 4.
Arcsin x

18) In(1+sinx)—sinln(1+x) alordre 5.

‘ @@ Calculer les développements limités suivants a
l'ordre 2 :
1) +xenb. 2)

T
sin x cos(3x) en 3

In
3) nx en 3. 4) xe‘enl.
X
T T
5) e¥cosxen Z 6) Insinxen 3
1 Inx
7)  Arctan en 0. 8 —en2.
1+x x2

) 0O

1) Montrer que pour toutn € N :

1 = (—1)F 2k .
migT(k)xk”(x )

2) Endéduire un développement limité de la fonction
arcsinus a tout ordre au voisinage de 0.

\‘ Calculer un développement asymptotique :

n tend vers +00.

1
2) @@ de Arctanx a la précision o( ) lorsque x

tend vers +oo
n

1
3) O® de — Z k! ala précision o (n ) lorsque

* k=0
n tend vers +00.

® EQUIVALENTS

‘ ™ @® Trouver un équivalent simple des expressions
suivantes, d’abord de téte si possible, puis proprement :

1
Lx] nzln(l+—)
n
1) —— en+oo. 2) —=,
'V.X'+1 tanE
In(n*+4) x*—xsinx
3 _ . 4) ——- +o00.
) n+1 ) |x |2 —4x n
5) M en 0 6) In x enl
e ' itz O

6
7) 34per— 2, 8) Inchx+sh?x enO.
n

a

9) en +00, puis en 0 (a, f € R).

1+ xB
10) In(1+x)+sinx en +oco.
11) In(n+2)—In(n+1). 12) Arcsine V™.
+
13) 22X 1 eno. 14 (n p) (P eN).
1—x n
1+ch 1 1
15 —2% eho. 16) __L 2

2 n+1
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sinx
17 x+1)*—x* enO. 18 —— enmv.
) ( 1 ) : ) 7x
19) cos— —4/1+ —. 20) e e
n n2
1 1—+v1+
21) (n+D)@T—ni. 22) —Y"7% a0
cosx —ex
23) (n+Ilnn)e™?!. 24) (cosx)"*—1 enO.
1 i
25)  e2AICOS g _ T cog — 26) enm —1,
) 7 )

27) VVyx+2—+v/x+1 en+oo.
28) 1n(2ex+x)—1/x2+x+sinx en +00.

29)  x¥"* —(sinx)* enO. 30) |v7] sin%.
ln(n +2)—ln(n +1)

Fi-ym

31) ) 32) eVn n,
n
1 1

33) xX—cos— en+o00. 34) (2n)!—n".
x

35)  cos®x—cos (xz) en 0.

2\ 1\"
37) (1+—2)—(1+—3) en +o9Q.
x X
38) sinx—sinf en6 (0 €R).
39) ﬁn+nﬁ+n%.

DS

-~ 1) Trouver deux suites (u,)pen €t (Vy)nen poUr les-
quelles :
a) lim ﬂ—1mals 11m (u —v);éO

n—+0o Vn

b) lim (u —v,) =0 mais hm — ;é 1.

n—+ v,
Soient (un)nEN et (v, )pen deux suites reelles qui ne s’an-
nulent pas a partir d'un certain rang.
2) a) Montrer I'équivalence :

e ~ e = u,—v, = o(l).

n— +00 n— +00

b) Trouver deux suites (i, ) ey €t (Vy)nen PoOUr les-
quelles u, ~ v,, mais pour lesquelles il est
+00

-
faux que e'» ~ e,
n~.>+c>o .
3) a) Montrer que siu, ~ v,et lim u, =400,
n— +0o n—+00
alors Inu,, ~ Inv,.

b) Trouver deux suites (1, ) ey €t (V, )pen pour les-
quelles u, ~ v,et lim u, =1, mais pour
+00 n—+0Q
lesquelles il est faux que Inu, ~ Inv,.

n— +00

‘ ‘ ® @ Soient (x,;)ens (x Jnens (Vndnen €t (}’ nen des

suites strictement positives pour lesquelles x,, ~ x;
Tl‘)*’OO
ety, ~ y.Montrer que x, +J’n ~ x\+yl.
n— +0o

— +00

"1*1\‘ @@ Soit (u,)pey une suite réelle. Montrer que si

u n
~—u, = o(vn),alors (1 + —") ~ gln
+oo n

n— n— +00

36) sin(rc n2+1).
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@ CALCULS DE LIMITES

| (®@® FErudier les limites suivantes :
In(1+ x)—sinx
1) lim # 2) lim—
x—0 tanx —x -1 x4/x—1

3 i (—1 ! ) 4 1 (—1 ! )
1m - . im — .
x>0\ x2 tanZx —0\x3 sin®x
1

5) lim (BW—ZW)H. 6) lin})(cosx)F.

n—+oo

\12

™ @® Soient a,b €R.
‘ 1 a b

— On note f la fonction x — — — — .
x In(1+x) e —1

1) A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et
b est-il vrai que li(r)n f=0?

2) Montrer que, le cas échéant, f posséde un maxi-
mum local en 0.

® ETUDES DE SUITES

‘ 14‘ @@ Soita > 0. On note (uy)nen la suite définie par

- upg=aetu,,; == |u,+— |pourtout n € N. On pose
J/a B
u, —+va
v, = —+——— pour tout n € N,
u, ++va
1) Calculer v,,; en fonction de v, pour tout n € N,
puis en déduire une expression explicite de u,, en
fonction de n. o
A va—1
2) En déduire que u, —ya ~ 2+va
n—+oo va+1
Cette méthode puissante — pourquoi puissante ? — de
calcul des valeurs approchées d’'une racine carrée est
appelée la méthode de Héron ou méthode des Babylo-
niens.

| 15‘ @@ On note (u,)ney la suite définie par uy = 0 et
~" Up41 = VU, +n? pour tout n €N.
1) Montrer que lim u, =+o00.
n—+00 .
2) Montrer que n—1 < u,, < n pour tout n € N, puis
en déduire un équivalent simple de u, lorsque n
tend vers +00.

1 1
3) En déduire que u, = n—£+0(—).

n—+00 n

® E,".TUDES LOCALES DE FONCTIONS

(@ Montrer que les fonctions suivantes sont prolon-

‘ 16 ‘ geables en des fonctions de classe € :
X
1) x+— sur R.
*x
2 X+ ————sur |—1,+00][.
) In(1+ x) ] [

‘?7‘ ® Montrer que Arccosx ~ 4/2(1—x), puis que
x—1
~—— la fonction arccosinus n’est dérivable ni en 1, ni en —1.
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‘E\‘ ™ @® On note f la fonction définie par f(0) = 0 et
— f(x)= x1+E pour tout x > 0.
1) Etudier la dérivabilité de f sur R,.
2) Montrer que f posséde un DL;(1) et le calculer.
Qu’en déduit-on sur le graphe de f ?

2
‘/1*9 | ™ @® On note f la fonction x — ;— sur R*,
— 1) Calculer le DL4(0) de f.

2) En déduire que f est prolongeable en une fonction
dérivable sur R et préciser la position relative au
voisinage de 0 du graphe de f par rapport a sa
tangente en 0.

‘2*0\‘ Etudier localement au voisinage de 0 les fonc-
— 1 . In(1—x

~ tions d’expressions : 1) g

e 41

cos® x

1
2) (chx)x. 3) ﬁ

2 1\‘ ™ @® Montrer que les fonctions suivantes possedent
" une asymptote en +00 et étudier la position relative de
leur graphe par rapport a celle-ci au voisinage de +00 :

—1 1
1) x+—x X . 2) x—(x+1)ex.
x+1 )
Arctan
3) x—In (ezx—ex+1). 4) x— X Ardanx
nx+1

(22] OO .
%) 1) On note f la fonction x — x + In(1 + x).
a) Montrer que f est bijective de ] — 1, +oo[ sur
son image — que l'on précisera.
b) Montrer que f~! posséde un DL;(0) et le cal-
culer.
2) On note g la fonction x — x e,
a) Montrer que g est bijective de R sur son image
— que l'on précisera.
b) Montrer que g~ ! posséde un DLs(0) et le cal-
culer.
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